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Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel Denklem, Mertebe ve Derecesi:
x degiskeni, y nin bir fonksiyonu, y=f(x) olmak lzere;

FOG Y, Y, Y, y(n) ) = 0 bagintisina " n. mertebeden

diferansiyel denklem ", denklemde en yiiksek
mertebeden tlevin Gssune de "diferansiyel denklemin
derecesi " denir.

Ornekler:

2
X y-y'x=0 ... 1. mertebe ve 1. dereceden,

xy'+y'—eX y"=0 ... 2. mertebe ve 1. derecedenden,

(y")2= (1+y' )3 2. mertebe ve 2. derecedenden,

yrHx(y' )3:(y“' )2 -yy' 3. mertebe ve 2. derecedenden

diferansiyel denklemlerdir.

Diferansiyel Denklemlerin Cozumleri

Bir diferansiyel denklemde yerine kondugunda, denklemi
saglayan bagintilara diferansiyel denklemin bir ¢b6zimu
denir.

Bir diferansiyel denklemi saglayan farkl bicimlerde
baginti veya fonksiyonlardan her birine 6zel ¢c6ziim ,
0zel ¢dzimlerden olusan en kapsaml ¢c6ziime de genel
¢bzim, diferansiyel denklemi etkilemeyen sabit
degerlere de integral sabitleri denir.

Notl:

Bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziiminde bulunan
integral sabitlerinin sayisi, denklemin mertebesi
kadardir.

Ornegin 1. mertebeden bir denklemde 1 tane integral
sabiti, 2. mertebeden bir denklemde 2 tane integral
sabiti... bulunur.

Not2:
integral sabitleri, a,b,c...gibi harflerle gosterilebilecegi
gibi, n. mertebeden bir diferansiyel denklemin genel

¢6zimundeki sabitler Cl’ CZ’ Cn biciminde de
gOsterilebilir.

Ornek:
y"+y=0 diferansiyel denklemini alalim.

a) y = sin x bir 6zel ¢6ziim mudir?

b) y=2009 sin x bir 6zel ¢6zim mudur?
c) y=cos x hir 6zel ¢dzim midur?

d) y=1453 cos x bir 6zel ¢ozim mudar?

e) y=a sin x bir 6zel ¢6zim muduar?

f) y=b cos x bir 6zel ¢bziim midur?

g) y=a sinx + b cos x genel ¢6zim madar?

h) x=0 i¢in y=5 ve x=1¢3 i¢in y'=V§ degerini alan 6zel
¢6zumu bulalim.

Cozum:

a) y=sin x in 6zel ¢6zim olup olmadigini arastiralim.
y=sin X = y' = €0S X = y"= -sinx

y"+y=sin x+ (-sin x) = 0 oldugundan y=sin x bir 6zel
¢6zimddr.

Ayni sekilde b) c) d) e) ve f) siklarinin, diferansiyel
denklemi saglayan 6zel ¢cozimler oldugu gorilebilir.

g) y=a sin x + b cos x = y'=a cosx-b sin x
=y" =-asin x -b cos x

y'ty =-asinx-bcosx+asinx+bcosx=0
olup, gercekten y=a sin x + b cos x fonksiyonu
y"+y=0 diferansiyel denkleminin genel ¢cbzimudur.

h) x=0iginy=asin0+bcos0=5=b=5

x=1¢3 i¢in y' =a cos 173 -b sin W3 = \/§ = a=7\/§
bulunur.

Buna gore istenen 6zel ¢6zim;

|y = 7\/§sin X + 5 cos x | bulunur.

Aligtirmalar:

Asagidaki ¢oziimlerin ait olduklari diferansiyel
denklemleri sagladiklarini gésteriniz.

w

Diferansiyel Denklem Cozima

2
w2 _Y y= C,+2x+ C, X
Y % T 1 2
y= C. e+ Ce '+
S 1 2
y"t+2y'y' =2y -3
C,e
3
ay 3 ody 2 2
dy 33 ¥ o2 2
dx TXY =Xy (Ce™ +x +l)y =1
y= Clcos 3x
y"+9y = 3cos 3x + Czsin 3x

+ 1/2 x sin 3x
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Diferansiyel Denklemler
1. Mertebeden Diferansiyel Denklemler
a) Degiskenleri Ayrilmi s Diferansiyel Denklemler

y'f(y)=g(x) bicimindeki denklemlerdir. Bu tir denklemleri
¢cbzmek icin y'=%¥ koyarak % f(y)=g(x) = dyf(y)=g(x)dx
= f dyf(y) = f g(x)dx + C biciminde bulunur.

Ornek:
yy'=-x Diferansiyel denklemini ¢ozelim.
Cozim:
y'% koyalim. y%%z X = fydy: f—xdx
2 2
y X 2 2
= 5 =-73t = |x +y =2C bulnur.

Notl: Bu egriler (2C=R2 >0) merkezi orijin olan cember
ailesidir.

Not2: 2C yerine C yazabiliriz (yani 2C - C koyabiliriz)

Boylece ¢ozum; x2 +y2 =C| bulunur.

Ornek:
yy'=p (p sabit) Diferansiyel denklemini ¢ozelim.

Cozim:
2

y
y%%zp :fydy:fpdx = 5 =px+C

y2 = 2px+2C

Codziimde 2C - C koyarak,

= y2:2px+C bulunur.

Ornek:

y'(y+1) = xex Diferansiyel denklemini ¢ézelim.

Cozim:
dy(y+1)= xex dx = f (y+1)dy = f xeX dx

2
y
=5 +y:xex - eX +C = y2 +2y=2(€'X (x-1)+C

Alistirmalar:
1. (2+y)dx-(3-x)dy=0

C: (2+y)(3-x)=C

2. xydx—(1+x2 )dy=0

C: Cy2=1+x2
2
gy PV
P @l
C: (1+x2)(1+y2):Cx2
d d
4. a(xa§+2y) :xya§
y
C: x2y: Ceal

5. X(x+3)dy-y(2x+3)dx=0
C: y=Cx(x+3)

6. "\ [ 1+x2 dy - "\ / 1-y2 dx=0

C:arcsiny =1In C(x + 1+x2)

7. dy+ytan x dx =0
C.y=Ccos x

8. (1-x)dy = y2 dx
C:yinC(1-x)=1

b) Homojen Diferansiyel Denklemler

y
X

denklemlere denir. Bu tur denklemleri ¢cdzmek igin
y
X

y'=g(§) biciminde ( yani y' in bir fonksiyonu) olan

U = y=uXx ; y'=u+xu' = u+xu'=g(u) Burada;
du dx

g(u)-u =X
Bdylece bastaki denklem degiskenleri ayriimis bir
denkleme dénismustr.

cdu o du
u' =4, denip xdx—g(u)-u =

Ornek:

y'= ))((—1% Diferansiyel denklemini ¢ézelim.
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Diferansiyel Denklemler

Cozim:
1+
Y=% —X = y'= _M =>y'= g(x) homojen diferansiyel
1-
X

denklem oldugu gorular.

y_ —ux K K veu+ du _1+u du _1+u
¥ ~U = y=ux koyarak y'=u+x g =777 = Xgx =14 - Y

2
xdu 1t (l-u)du _dx _du_ udu _dx

= = = = = - =
dx 1-u 1+u2 X 1+u2 1+u2 X

In(1+u2 )
= arctan(u) - — > = In(x) +C

2

y y
= arctan(X )=In( 1+—2 ) + In(x) +In(C)
X
2
X +y
= arctan(% )=In(x 5 ) +In(C)
X

Yy
X2 +y2 =c e@rctan(y )  pulunur.

Aligtirmalar:
1. (x+2y)dx+(2x-3y)dy=0
C: x2 +4xy-3y2 =C

2. (3x+5y)dx+ (4x+6y)dy=0
C: (x+y)” (x+2y)=C

3. 2(x+y)dx+ydy=0

C % In(2x2 +2xy+y2 ) - arctan(%X )=C

4. (8y+10x)dx+(5y+7x)dy=0
C: () (2x0y)° =

5. (2x+y)dx+(x+3y)dy=0
C: 2x2 +2xy+3y2 =C

6.\ ’1-4t2 ds+2\ ,1-32 dt=0
C: s’\/1-4t2 +2r\/1-32 =C

7. 22(3z+1)dw+(1-2w)dz=0
C: (2w-1)(1+32)=3cz

8. (x+4y)dx+2xdy=0
C: x3 +6x2 y=C

9. (2x3 +y2 )dx+(2xy+3y2 )dy=0

C: 2x3 +3xy2 +3y3 =C

du 1+u

10. av - 2

1+v

V+C
“1-cv

C:u
11. Herhangi bir noktasindaki egimi -1 - y/x olan ve
A(2, 1) noktasindan gegen egrinin denklemini bulunuz.
C: x2 +2xy = 8

12. Herhangi bir noktasindaki egimi —ZLl

X +X

olan ve

A(1, 0) noktasindan gegen egrinin denklemini bulunuz.
C: y(1+x) = 1-x

c) Lineer Diferansiyel Denklemler
y' ve y ye goére 1. dereceden diferansiyel denklemlere

denir.
KOY+HOY=M() = Y+ 188 y= el = y+yi09=0(9

bicimine indirgeyebiliriz. Bu tir denklemleri ¢6zim igin
u ve v iki fonksiyon olmak tizere y=uv koyalim.
y=uv = y'=u'v+uv'

u'v+uv'+uvf(x)=g(x) = u(v'+vf(x))+u'v=g(x)

v'+vf(x)=0 olacak bicimde v yi bulalim.

gx =-vix) = d— = -f(x)dx = In(v)= f f(x)dx=@(x)

e %9

Bu segime gore diferansiyel denklem;

u'v=g(x) = 5o dx (p( )—g(x) :du:gé(—)L dx

= u= dx+C bulunur.
f <p()

_0x) . 9(x)
Buradan da y=e (f e(p(x) dx+C) olur.

Ornek:

Xy' - y=x2 Diferansiyel denklemini ¢ézelim.

Cozum:
y=uv = y'=u'v+v'u olsun.

s 2 , 2
X(U'v+V'u) - Uv=X T = U(XV' - V)+XVU'=X

! dv dv dx
Xv' - x=0 =>Xgx =V = Tx = In(v)=In(x) = v=cx

Hasan KORKMAZ
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Diferansiyel Denklemler

X(CX)U':X2 = g—)l::% = du:d—cx = u% +k

y:uv:(ﬁ +k)(cx):x2 +kex

Alistirmalar:

1. xy'-2y=2x
C: y=Cx2 -2X

2.y-2y+2x =1
C: y:x+Ce2X
3. xy'+3x = 2y
C.y=3x+ Cx2

4. Xy'+2nx=3y
C.y=nx+ Cx3

d
5.d—?-scotant+(t+2) cotant =1
C:s=t+2+Csint

dy 2y _ 5/2

C:y:%(x+1)7/2+C(x+1)2

d) Bernoulli (Lineer Sekle indirgenebilen)
Diferansiyel Denklemleri

y'+yf(x)+yn g(x)=0 bicimindeki denklemlere denir.
Denklemin her iki yanini yn ile bolelim.

-% +y1_n f(x)+g(x)=0 Burada z=y1-n dontstimunii

y
yapalm.
-n 4 z
2=(1n)yy = o=t = +2f(0+g(x)=0
y

Bdylece denklem z ye gore bir lineer homojen denkleme
donlsdur.

Ornek:

, 2 2 . C
xy'+y=x "y  Diferansiyel denklemini ¢cézelim.
Cozum:

z=y1'2 =y'1 % donisum yapalim. z'= - —%
y

Denklemin her iki yanini y2 ile bolelim.

x-% +l =x2 = - Z'X+z=X
y y

g a1 2
z=uv koyalim. Z'=u'v+v'u = - (U'v+Vv'u) +uv=x

, dv dv dv _ dx
= u(v-v'x)=0 = v—&x=0 S VE X =, T

= In(v)=In(cx) = v=cx

2
oo o U 2,2 o du IS
ucxx+x = G ex X =0 = G =5 = du=_

z=cX( % +k)= -x2 +ckx = |y= bulunur.

-x2 +kx

Aligtirmalar:

1.y +2ylx= 2y2

C: Cx2 y+2xy =1

2.y +y/x:y3

C: Cx2 y2 +2xy2: 1
3.xy'—y=(x-1)ex
Cy= eX + Cx

s
t

sin t

ds
4, dt+ =cost+ t

. C
C:s:smt+T

ds .
5. dt+s-cost-5|nt

-t
C:s=cost+Ce

ds t .
6.a-scotant=e +Csint

Asagidaki alistirmalarda x ve y nin verilen degerleri ile
belirtilen 6zel ¢oztmlerini bulunuz.

7.y'—2y/x=x2ex;x=1iginy=0

C:y:xz(ex-e)

8.y'+2y/x=%;x=1iginy=2
X
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Diferansiyel Denklemler
x+1
C.y= >
X

9.%%+ytanx:secx;x:0i(;iny:-l
C: y=sin x - cos X

d 2 2 -
10.&-7&:(x+1) ;x=0iginy=1
C:2y:(x+1)2+(x+1)4

2
y Inx-y

11. Herhangi bir noktasindaki egimi —x olan ve

P(1, 1) noktasindan gecen egrinin denklemini bulunuz.
Cy@d+Inx)=1

e) Ricatti Diferansiyel Denklemi

y'+yf(x)+y2 g(x)+h(x)=0 bicimindeki denklemlere denir.
Bu tip denklemler ancak Y1 gibi bir 6zel ¢b6zimin
bilinmesi halinde ¢ozilebilir. Gergekten bir ¢c6zim Y1 ise

y=yq + 1 koyarak

Z
4 'z 1 1.2
Y=Yq '27 =Y '22 +(y1 t7 )f(x)+(y1 "7)

9(x)+h(x)=0

. . 2y
vy +v1 10045 90O+h00] - 5+ = i+ g+ 3ol =
Z Z

Y1 tYq f(x)+yi g(x)+h(x)=0 (y1 0zel ¢c6zim oldugundan)

2y
z 1 1 X
-Z7+;f(><)+—z g(x)+ 2 =

= - Z+z[f(x)+2y, 9(x)+g(x)]=0
lineer diferansiyel denklemin ¢ézimudur.
Ornek:

3., 2 2
(A+x )y - x y+y +2x=0 denkleminin bir 6zel ¢ézimi
y=- x2 oldugunu gercekleyip denklemi ¢ézelim.

Cozim:
(1+x3 )(-2X) -x(y2 )+(—x2 )2 +2X= -2X -2x4 +x4 +x4 +2x=0
Denklem Ricatti denklemidir.

1
Y=y, t+3 doénidstimind kullanalim.

_2A o, 2
y= -X Z:y—-x-22

= (140 )(-2x ) X (2 +§ J+(x2 % 12 +2x=0
Z

= [(1+x3 )(-2x)-x2 (-x2 )+ (-x2 )2 +2x]

)G g 2x g vy =0
z z
Kdseli parantez ici 0 oldugundan;
) L2l S
z

1

5 =0
z
elde edilir. Bu esitligi z ~ ile carpalim:
(1+x3 )Z' + 3x22 -1 =0 (lineer denklemi) bulunur.
z=uv koyalim. z' =uv' + u'v

3 C 2

= (1+x )(uv'+uv)+3x uv-1=0
= u((1+x3 W+ 3x2v) + (1+x3 Juv-1=0

(1+x3 W+ 3x2v =0 olacak bicimde v fonksiyonunu

bulalim:
(1+x3 )v'+3x2v:0 :(1+x3)%+3x2v:0
dv 3x2dx 3
=7 = 3 =Inv=InC-In (1+x ")
1+X
C
=> v=
1+x
3., 3.,
(A+x Juv-1=0= (1+x )u 3 -1=0
1+x
du_1 =1 + K
ZdxTc~uTcx

=z=Uuv= C3(%X+K)degeri,

2 1 .
=y=-x +7 deyerine konursa,

1-KCX2

Y="KC +x

KC - C konursa,

1-Cx2

Y="Cix bulunur.
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Diferansiyel Denklemler
Alistirmalar:

Asagida bir 6zel ¢6zUmu verilen Ricatti diferansiyel
denklemlerinin genel ¢6zimlerini bulunuz.

1. xy'+y2 -1=0;y=1 bir 6zel ¢coztim.

x2+C
Cy=
x2-C

2. y'+y+y2 =2;y=1hir 6zel ¢bzim.
ceX 42

Ce3x -1

Cy=

3. 2x2 y' -2xy+y2 = x2 ; y=X bir 6zel ¢6zim.

x2+C

4, (1+x3 )y'+x2y+2xy2+1 =0,y = -x bir 6zel ¢dzim.

y_1-Cx
x2+C
y2 x2y
5y - 3t 3t 2)(3=O;y=—x2 bir 6zel
1-x 1-x 1-x
¢Ozum.
2
Cx +1
Cy=-S3c

f) Toplam Diferansiyellerin  integrasyonu

z = f(x,y) biciminde iki degiskenli bir fonksiyonun toplam
diferansiyeli ;

Of ix + &

dz=& ay

dy dir.

Sayet 1. mertebeden bir diferansiyel denklemi;

ax dx + ay dy = 0 bicimine getirilebilirse; bu denklemin

genel ¢cozumi; f(x,y) = C dir.

Ornek:
(2y - X)y' + 2x - y = 0 diferansiyel denklemini ¢6zelim.

Cozim:

(2y-x)y'+2x-y:O:(2y-x)%§+2x-y:O
= 2y -xX)dy + (2x - y)dx =0

Son buldugumuz toplam diferansiyel; z = x2+y2-xy
fonksiyonun toplam diferansiyeli oldugu gorulebilir.

O halde denklemin genel ¢c6zim{; x2+y2-xy =C| dir.

Ornek:

N

2y y . . " .
( X 1)y ——2=0 diferansiyel denklemini ¢ozelim.
X

Cozum:
y> y>
2 , 2
(F-1)y -5=0 =(F-1)dy -—5dx=0
X X
2
y

Son buldugumuz toplam diferansiyel; z = > Y

fonksiyonun toplam diferansiyeli oldugu gorulebilir.
O halde denklemin genel ¢6zim{;

2
y 2
i C = |y -xy = Cx| bulunur.
Alistirmalar:

Asagidaki toplam diferansiyellerin genel ¢cbztmlerini
bulunuz.
: 2
1.(siny)dx+ (xcosy+3y )dy=0
C: xsiny+y3 =C
2. sinx cosy dx + cosx sinydy =0
cosx cosy =C

3. (3x2 ey-2x)dx + (x3 ey -siny)dy =0

C: x3 +ey+ Cos Yy - x2 =C

3
X

4, (3x2In y)dx + de =0

C:x3lny=C
3 3 .
5.(y+x )dx+ (x+by )dy=0 (b sabit)

C:4xy+x4+by4:C

6. ( yzcos (xy2) + a)dx + (2x cos (xy2) +3y)ydy=0
(a sabit)
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Diferansiyel Denklemler

C: sin (xy2) +ax + y3 =C oztm
3
dvy
7. 2y + (2 5y +2)dx =0 a)— = e2X o y= o2
y X dx3

C:lnx+2xIn5y=C

8. (2xycos x2 - 2xy + 1)dx + (sin x2 - xz)dy =0
1 2x

C:y(sinxz-x2)=C—x =Yy= f(ze +C1)dx 3¢ +C1X+CZ

= y= f( 2 e2x+ C1x+ C2)dx = % e2x+ %Clx2+ sz+C3

2. Yiksek Mertebeden Diferansiyel Denklemler:

n
dy o o _ y= % e2x+ %C1x2+ C,x+Cy| bulunur.
a) - f(x) Bicimindeki Diferansiyel Denklemler:
dx
.1 2In6 1 In36 _
] b) x=In 6 icin y"= 5€ + Cl—2 e +C1—17
dy _ _
(n)_ — =) =18+ C,=17 = C,=1
dx
2x 1
n x=0 i¢in; y'= e +C,xtCo=7+17.0+C,=2
(n 1_ y 1 2°4 2-
n “hi- f— = ff(x)dx N C2 22
= fl(x) + Cl |(;|n y_ e2 + %C1X2+ C2X+C3
n-2 dn—1 o5
d 'y y
(n-2) :—+0+0+C ==
= Th2° 1= [(f () +Cp)dx y 3”8
2 [ 17 flh 1

=C53=3 bulunur.
= f2(x) + C1x+C2
Buna gore istenen sartlara uyan 6zel ¢6ziim;

Bdylece ardisik olarak n defa integral alinarak, n tane

. - - 1 2x 12 7
(Cl' Cz, Cn) serbest sabitli genel ¢éziim elde edilir. y=ge + 35X + gx+ 3| bulunur.
istenirse, n tane dzel deger bilgisi verildiginde,
Cl' C2, Cn sabitleri bulunarak, 6zel ¢coztmler de 5
bulunabilir. dy
b 5= f(y) Bicimindeki Diferansiyel Denklemler:

Ornek: dx

3 Bu bicimdeki denklemleri ¢dzmek icin asagidaki yol
dy o izlenir:
—3-e diferansiyel denkleminin;
dx
a) Genel ¢6zUmun; d y

— = 1(y) = 2 = 1(y) = dy = f(y)ax

b) x=0 i¢in y= 2—; , Xx=0i¢in y'=2 ve x=In 6 i¢iny"=17 dx

sartlarini saglayan 6zel ¢c6zimu bulalim.

=y dy =f(y)ydx = y' dy' = f(y) dy

= f y dy' = ff(y) dy

9 Hasan KORKMAZ
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Diferansiyel Denklemler

=2 () *= Fy)}+C,

Buradan y' ¢ekilir ve bir daha integral alinarak y
fonksiyonuna ulasilir.

Ornek:

2
dy
5t 49y = 0 diferansiyel denklemini ¢ozelim.
dx

Cozum:
d2y

—5 +49y=0
dx2

%+49y:O:dy':-49ydx

= y'dy' = - 49y y'dx
= y'dy' =- 49y dy

1.2 49 2
=>5) =C1-5y

=y )2 =2Cy- 49y2

:y':\/2C1-49y2

2 C1 - C1 koyalim.

dy _ / 2
= ax - C1-49y
. dy  _

d dx

= =
2
A\ /Cl- 49y
:larcsinl:x+ C
7 2
Cq

1y

= arcsin =7x +7C2
\/ €1

Y _ in(7x +7C,)
\/ €1

= N =sin 7x.cos 702 + cos 7x.sin 7C2
\/ €1

10

2 {Cl cos 7C2 j {Cl sin 7C2
=YY= 7 7

sin 7x + cos 7X
C, cos7C C, sin7C
5[ 1 2 5[ 1 2
7 - C1 ve 7 - 02 koyalim

Buna goére denklemin genel ¢dzim;

y= Clsin 7 + C2 cos 7x | bulunur.

Not:
2
dy 2
S tay= 0 bicimindeki denklemlerin genel ¢6zUm;
dx

y= Clsin ax + C2 cos ax | seklinde genellenebilir.

Alistirmalar:

1.y"= x2
C: y=%x4+ Clx+ C2
2.y" =4 sin 2x

C:y=-sin2x + C1x+ C2

C:y=% e C1x+C2

(y+1)?

2 2
C:Cl(y+1) =(Clx+C2) +1

._a
5y =
y
2 2
C:Cly :a+(C1x+C2)

6. y" =X +sin X

C: y=%x3—sinx+clx+ C2

7.y" =7 cos 8x
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Diferansiyel Denklemler

C:y:-é0038x+clx+ C2

8.y"=8y
Cy :%x3+ C1x+ C2

c) p ve g katsayilari sabit olan

d2y

d
—otp af +qy=0
dx

Bicimindeki (ikinci Mertebeden Lineer) Diferansiyel
Denklemler:

Once, bu denklemi saglayan y:erx bicimindeki
fonksiyonlarin r sabit degerlerini bulalhm.

d2
_x_dy_ xSV
y=e =g =re =—5=re
dx

Bu degerleri denklemde yerine koyalim;

X

2

dy

—+p % +qy=0 = 2 ™ot e™ge™ = 0
X

= erx( r2 +pr+q) =0, erX¢O oldugundan

bulunur.

I’2+pr+q =0

Bu denkleme ikinci mertebeden lineer diferansiyel
denklemin, karakteristik denklemi  denir.

Karakteristik denklemin koklerinin reel sayi veya

karmasik sayi olup olmamasina gére ¢oztumleri
inceleyelim.

i) r2 +p r +q = 0 karakteristik denkleminin r pver,
gibi iki farkli reel kékinun olmasi hali:
Bu durumda, y = e'1% ve y= e 2% fonksiyonlari

diferansiyel denklemin iki 6zel ¢6zimu olup, denklemin
genel ¢c6zimu;

y= Clerlx + CzerZX bicimindedir.

11

Gercgekten bu fonksiyonu inceledigimiz diferansiyel
denklemde yerine koyarak denklemi sagladigini
kolaylikla gorebilirz.

i) r2 +p r +q = 0 karakteristik denkleminin iki
karma sik sayi kokunin olmasi hali:
Bu durumda kokler birbirinin eglenigi olmak zorundadir

Ornegin, ry=a+bi ver, = a-bi olsun.

Bu degerleri genel ¢6ziimde yerine koyalim;

raX roX a+bi)x a-bi)x
y=Csel +C2e2 :Cle( )+C2e( )
ax bix ax -bix
y= Cle e + C2 e .e
ax bix -bix
y=e ( Cle + Cze )

y= eax( Cl(cos bx +isin bx) + Cz(cos bx - isin bx))

y = e™((Cy+ C,) cos bx +(Cy- Cy)i.sin bx)

A= Cl+ CZ’ B= (Cl— Cz)i alirsak, genel ¢6ziim;

y= eax( A cos bx + B sin bx) | olarak bulunur.

Not:
Matematikte cok 6nemli sayilardan biri olan e sayisi

(e=2,7182818284590...) ile ilgili ex fonksiyonunun seriye

actlimi;
2 3 4
X X X

eX:1+E+E+§+E+ ... dir.

Asagida sin x ve cos x (x radyan) fonksiyonlarinin
actlimlari verilmigtir.

3 5 7
X X

sin x = f'§+§ =T + -

2 4 6
X X X
COS X = 1_E+E "t

2 3 4
X X X X

e :1+ﬁ+ﬁ+§+ﬂ+ ... serisinde

x yerine ix koyalim;
Hasan KORKMAZ
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Diferansiyel Denklemler

0° >

X X
e =1+ttt e
2 3 4

x_.ooix "X
e=l+y-or-3rtat

2 4 6 3 5
. X X X X X
|X_ L X -
e =lor+-erto Gt 5 o)

iX L
e =cos X +isin x

(Euler Formlu) bulunur.

Buna gore;

bix L -bix . .
e =cos bx +isin bx ve e = cos bx +isin bx  dir.

iii) r2 +p r +q = 0 karakteristik denkleminin reel bir

kokunin (koklerin caki - s1k) olmasi hali:

Bu durumda r2 +p r +g = 0 denkleminin diskriminanti

sifirdir.
2

A=p2—4q=0:>q=Tolur.

Buna gore karakteristik denklemden

2
r2+pr+q:r2+pr+7:(r+p/2)2:o

g =ry=- p/2 elde edilir.

Bu durumda; y = e"1% ve y=xer1X ozel iki c6zim olup

denklemin genel ¢6zimd;

_ raX r,X
y—Clel +C2xe1

raX
y=e17(C; +Cyx)

y= e-p/2( Cy +Cyx) | olur.

Ornek:

12

d2y dy
5 -2 dx -3y=0 diferansiyel denklemini ¢dzelim.
Cozim:

Karakteristik denklemin koklerini bulalim;
r2—2r—3=0 = (r-3)(r+1)=0

r1=3 ver,= -1

iki reel kok var oldugundan genel ¢oziim;

y= C1e3x + Cze_x bulunur.

Ornek:

d2y dy
5 -6 dx +10y=0 diferansiyel denklemini c¢ozelim.
dx

Cozum:

Karakteristik denklemin koklerini bulalim;

r2-6r+1O:0 = (r-3) 2+1 =0= r1:3-i ve ry= 3+i
Kokler eslenik iki karmasik sayidir.

Buna gore denklemin genel ¢ozimu;

y= eax( A cos bx + B sin bx) formuliinden,

3 :
y=e X( A cos x + B sinx) | bulunur.

Ornek:

2
dy dy
3 -10 d +25y=0 diferansiyel denklemini c¢ozelim.
X
dx
Cozim:
Karakteristik denklemin koklerini bulalim;

r2—10r+25=0 = (r-5) 2= 0 = r =5 tek reel kok var.

Buna goére denklemin genel ¢dzim;

y= e5x( C1 + C2x) bulunur.
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Alistirmalar:

1.y'"-y'-2y=0

-X 2Xx
Cy= Cle + C2e

2.y"-4y'+3y=0

X 3x
Cy= Cle + Cze

3.y"'-5y'+4y=0

L X 4X
Cy= Cle + C2e

4. y"-4y'+4y =0

Cy= Clezx + szezx

5y'+5y' =0
5X

C:iy=C;+Cye
6.y"+36y=0
Cy= Clcos 6x + Czsin 6X

7.y"+14y' +49y =0
7X

Ciy= Cle_7x +Cyxe
8.y'+2y+2y=0
Cy= e_x(C1 CoSs X + C2 sin x)

9.y"+6y +58y=0
Cy= e_3x( Clcos 7 + Czsin 7X)

Asagidaki problemlerde verilen sartlari saglayan 6zel
¢6zimleri bulunuz.

10.y"+3y'+2y=0:x=0iciny=0vey =1
-2X

Ciy=e -
w2 - .
11.y"+ny=0;x=0igciny=avey =0

C:y=acos nx

12-y"-n2y=0;x=0iginy=2vey'=0
C:yzenx+e-nx
13.y"+2y'-8y=0; x=0iginy=0vey =24

C:y=4( er - e_4x)

14.y"-8y+16y=0;x=0iciny=0vey =1

Cy= xe4x

13

15.y" +8y' +25y=0;x=0igciny=4vey =-16

C.y=4 e_4x cos 3x

16.y"-6y +10y=0;x=0iciny=1vey =4

C:y=e3x(cosx+sinx)

d) Katsayilari sabit n. Mertebeden Lineer
Diferansiyel Denklemler:

P1: Pos - Py sabit olan;

n n-1 n-2
dy d 7y d “y
— dy
nTP1 T nat P n2 e Praadx TPy =)
dx dx dx

bicimindeki denklemlere Katsayilari sabit n.
Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem

denir.

dny
dxn

Not: Bazi kaynaklarda Dn = oldugu farzedilerek bu

denklem;
n n-1 n-2
(D +p1D +p2D + .. +pn_1D+pn)y=O
biciminde gosterilir.
f(x) = 0 olmasi durumu (ikinci tarafi sifira esit

n.mertebeden lineer denklem) ve f(x)#£0 olmasi durumu
olmak uzere bu denklemi iki halde inceleyecegiz.

dy _
n-2 ot Ph-1dx PRy = 0

A) +p qt P
dxn 1dxn ! 2dx

Katsayilari sabit n. Mertebeden (ikinci tarafi sifi  ra
esit) Lineer Diferansiyel Denklemin C6zimiu:

Bu denklemi saglayan y=erX bicimindeki fonksiyonlarin r

sabit deg@erlerini bulalim.Bunun icin denklemde y=erX
koyalim.

n n rx
(r tpr Py +...+pn_1r+pn)e =0

erX¢O oldugundan;

4 plrn- +py M2, Pp.q" + Py = 0 denklemi
elde edilir.Buna diferansiyel denklemin karakteristik

denklemi denir.
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Diferansiyel Denklemler
n. mertebeden lineer diferansiyel denklemi ¢cozmek
icin a sagidaki yol izlenir;

- n_
+tpyr +...+pn_1r+pn:0
karakteristik denkleminin tim kokleri bulunur.

. n n
ir +pqr

i) Karakteristik denklemin kokleri icin asagidaki kurallar
uygulanir;

§

a) Farkl her rj reel koki , e ~ 6zel ¢dzUmUnUnu verir,

b) Farkli her a £ bi (eslenik) karma sik say! cifti,

ax ax . ) P
e cosbx vee  sinbx 6zel ¢dzimini verir,

c) m defa tekrarlanan ¢ok katl kok , a) veya b) deki

I - 2 m-1. .
¢6zlmlerinin 1, x, X , ..., x  "ile carpilmalari ile elde
edilen 6zel ¢oztmlerini verir.

iii) Bu sekilde bulunan n tane bagimsiz 6zel ¢c6zimdin

her birini Cl’ C2, 'Cn keyfi sabitlerle carparak toplariz.

Ornek:

3 2
dy dy
—% - 3——5 + 4y=0 diferansiyel denklemini ¢tzelim.
3 2
dx dx

Cozum:

Diferansiyel denklemin karakteristik denklemini yazalim:
r3 - 3r2+ 4=0
Karakteristik denklemin kokleri; -1,2,2 dir.

Diferansiyel denklemin 6zel ¢bzumleri;

X 2X 2X .
,e ,xe dir.

Buna goére denklemin genel ¢dziim;

y=C e+ czezx+c3 xe2X = Cp e+ (Cy+Cq xje2X

bulunur.

y== C1 e_x+ (C2+C3 x)e2x

Ornek:

14

3 2

d'y dy dy
—4—4—3+1O—2 -12dx+5y=0
dx dx dx

diferansiyel denklemini ¢ozelim.

d4y

Cozim:

Diferansiyel denklemin karakteristik denklemini yazalim:
r4—4r3 +10r2—12r +5=0
Karakteristik denklemin kokleri; 1, 1,1+2i dir.

Diferansiyel denklemin 6zel ¢bzumleri;

ex, X ex, excos 2X, exsin 2x dir.
Buna goére denklemin genel ¢ozimu;
y= C1 eX+ C2 X eX+ C3 excos 2X + C4 exsin 2X

y=( C1 + 02 X) eX+ (C3cos 2X + C4sin 2X) eX

bulunur.

y:(C1+sz+ C3cos 2x + C4sin 2X) ex

dny dn-ly dn-2y
B) —

dy
+p N + p
dxn 1dxn1 2

n2 ot Proagx HPY =)
dx

Katsayilari sabit n. Mertebeden (ikinci tarafi x in bir
fonksiyonu olan) Lineer Diferansiyel Denklemin
Cozimu:

Sabit katsayli;

dny OIn-ly dn-2y

—+p
an 1

bicimideki n. mertebeden bir diferansiyel denklemin genel
¢6zumlerini bulmak icin agagidaki yol izlenir:

dy _
1t P2 n2t et Praadx TPy =T
dx dx
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Diferansiyel Denklemler
dny dn-ly dn-2 a
DR *PL 1t P2 2t Phgax TPy =0
dx dx dx
diferansiyel denkleminin y=u genel ¢6zimu ( battnler
¢6zumi ) bulunur.

i) Denklemin sag tarfindaki terimlere karsilik gelen bir 6zel
¢6zUm0 bulunur.Bu 6zel ¢6zim bulnurken asagidaki
maddelere dikkat etmeliyiz.

a) f(x) fonksiyonunda n. dereceden bir polinom varsa
0zel ¢ozimde de n. dereceden bir polinom  alabiliriz.

b) f(x) fonksiyonunda sin px, cos px veya bunlarin toplam
veya farki bigciminde terimler icin 6zel ¢6zimde;
a sin px + b cos px bigiminde fonksiyon alabiliriz.

p

c) f(x) fonksiyonunda e X gibi terimler varsa; 6zel

¢6zumde bunlara karsilik a epx biciminde fonksiyonlar

alabiliriz.

iii) Eger ii) nin a) b) veya c) siklarindaki terimlerden
herhangi biri buttnler c6ziimde mevcutsa, bu terimleri hig
biri battinler c6zimde bulunmayacak sekle getirmek igin x
ile veya x in (yeteri kadar) kuvvetleriyle carpariz.

iv) Ozel ¢oziimiin varsayilan bicimini yazarak gerekli
islemler yapilir ve ilgili katsayilari belirleyerek y = v 6zel
¢6zUml buluruz.

Vv)y=u+v vyiyazarak denklemin genel ¢cozimunu
buluruz.

Ornek:

y'+4y=4 er diferansiyel denklemini ¢tzelim.
Co6zim:

i) Once, y" + 4y = 0 denklemini ¢ézelim.
Bu denklemin karakteristik denklemi; r2+4 =0 dir.
Karakteristik denklemin kokleri 0£2i oldugundan

battnler ¢ézim y = eo (Clcos 2x + C2 sin 2x)

y= Clcos 2x + C2 sin 2x dir.

i) Ozel gozimy = a e2x biciminde olmalidir.
Bunu denklemde yerine koyalim;

2X 2X 2X

y=ae =y =2ae =Yy'=4ae

2X
=a=

NI~

4a e2X+4(a er) =4 eZX: 8a er =4e

bulunur.

er dir.

N[

Buna gore 6zel ¢ozim y =

15

Ohalde denklemin genel ¢6zUmi buldugumuz iki ¢6zim
toplanarak;

2X

y= Clcos 2x + C2 sin 2x + % e | olarak bulunur.

Ornek:
y" + 4y' + 4y = 6 sin 3x diferansiyel denklemini ¢ozelim.

Cozum:
i) Once, y" + 4y' +4 = 0 denklemini ¢ozelim.

Bu denklemin karakteristik denklemi; r2+ 4r + 4 = 0 dir.

Karakteristik denklemin kokleri -2,-2 oldugundan

batinler ¢ézim y = Cle_zx + C2 xe_zx

y=( Cle + C2 X) e_zxdir.

ii) Ozel ¢oziim y = a sin 3x + b cos 3x bigiminde
olmalidir.

Bunu denklemde yerine koyalim;
y =asin 3x + b cos 3x = y' = 3a cos 3x - 3b sin 3x
y" =-9a sin 3x - 9b cos 3x

(-9a sin 3x - 9b cos 3x ) + 4(3a cos 3x - 3b sin 3x ) +
4(a sin 3x + b cos 3x ) = 6sin 3x

(-5a -12b)sin 3x + (-5b +12a)cos 3x = 6sin 3x
-5a -12b = 6 ve -5b +12a = 0 denklemlerinden

_80 T2
a—-169ve =-169 ulunur.

. N 30 . 72
Buna gore 6zel ¢6zim y = - 169 Sin 3X + - 169 €0S 3x
dir.

Ohalde denklemin genel ¢c6zimi buldugumuz iki
¢6zumu toplayarak;

y:(C1e+C2x)e_2X-%sin 3x -%cos 3x

olarak bulunur.

Ornek:

y" + 2y'+y = 2 cos 2X +3x+2+3eX diferansiyel denklemini
¢cozelim.

Cozum:

i) Once, y" + 2y'+y = 0 denklemini ¢ozelim.
Bu denklemin karakteristik denklemi; r2+2r+1 =0dr.
Karakteristik denklemin kokleri -1,-1 oldugundan
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Diferansiyel Denklemler

batinler ¢ézim y = Cle_x + C2 xe_x

y= (C1 + C2 x)e_x dir.

i) Ozel ¢oziim y = a sin 2x+b cos 2x+cx+d+f e*
biciminde olmalidir.

Bunu denklemde yerine koyup gerekli sadelestirmeler
yapilirsa;

a:%,b:_%,czg,d:-4,f:%bu|unur.

Bdylece 6zel ¢cbzium;

8 . 6 3
y =55 sin 2X - 55 COS 2x+3x-4+ I eX olur.
Buna goére denklemin genel ¢6zimi de;

y=(C, +Cy X)e'x + % sin 2x - % cos 2x+3x_4+% R

bulunur.

Alistirmalar:
d2y

T at+b
dt

C: y:C1 cos t+C2 sin t+at+b

dzy bt
2. — ty=ae
dt
bt
ae
C:y= C1 cos t+C2 sin t+ -
b +1
d2y
3. — +y=4cos t
dt

C:y= C1 cos t+C2 sin t+2tsin t

d2y
4. — +y=4sin 2t
dt

C:y= C1 cos t+C2 sint —%sin 2t
dzs

5. 5 - 4s=at+b
dt

16

2

L t -2t
C: s-C1 e +C1 e

- % (at+b)

dzs

6. 5 - 4s=2e

2t 1 2t

2t -
C.s—Cle +C2e —4te

d2y
8. 3 +9y=5x
dx

2

. 52 10
C: C1 cos 3x+C2 sin 3x+ 9X -B81

d2

y
2 &y
9. 2 - dt '2y—4t
dt

. -t 2t
C.y—Cle +C2e +1 -2t

dy
10, — - 2% 4x=g
g2l

t t
C: C1 e +C2 te +8

2

d's
ds 2t
11. 5 -4t +3s=6e

dt

L t 3t 2t
C.S—Cle +C2e - 6e

dzs

12. —5 +2 ds +25=8e2
dt2 dt

t

C:s=e’l (C, cos t+C, sin t)+% 2

dy
13. — - 4% 43y=se"
2

t 3t t
C.y= C1 e +02 e -2te
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Diferansiyel Denklemler

dy
d .
14, — - 2,3 +5y=3sin 2t

C: y:et (C, cos 2t+C,, sin 2t)+ % cost- % sin 2t

d .
dt +5y=3sin 2t
C: et ( C1 cos 2t+C2 sin 2t)+ % cos 2t - % sin 2t

16.y"-3y"+3y'-y=2 eX
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C:y=(Cl+C2x+C3x2)eX+§x eX

17. y™ + 6y" +12y'+8y= eX
Cy :2—17 ex + (C1 + C2 X + C3 x2)e_2X

d4y d2y
18.—4 +2—2 +y =3 cos 2x
dx dx

C:y= %cost+Clcosx+C25inx +

C3x COoS X + C4x sin X

Diferansiyel Denklemlerin C6zumlerinin Bilgisayar
Uygulamasi:

Bir cok matematik problemini, bilgisayarin destegini
alarak kolayca ¢ozebiliriz.

Bunun icin matematik desteg@i veren uygun bir bilgisayar
programi kullanmaliyiz.Bu amaca yonelik bir cok
program Uretilmistir.Bunlardan basta gelenlerden birisi
de Matlab programidir. Matlab'in kullanimiyla ilgili bilgi
edinmek ve ¢dzimli drneklerini incelemek igin,

izmir Fen Lisesi web sayfasinin;
http://www.ifl.k12.tr/projedosyalar/dosyalar.htm
baglantisindan matlab.pdf dosyasini indirebilirsiniz.

Matlab ile Diferansiyel Denklemleri  de ¢ozebiliriz.
Matlab’da bir Diferansiyel denklemin genel ve belirli
sartlara uyan 6zel ¢ézimlerini buldurabiliriz.

Bunun icin a sagidaki kurallara dikkat etmeliyiz.

i) Matlab y gibi bir fonksiyonun varsayilan degiskenini x
degil t olarak kabul etmektedir.Yani diferensiyel
denklemimizi yazarken, serbest degisken igin t
kulanmaliyiz.
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Not: Sayet, dedisken olarak x (veya baska bir harf)
kullanmak istersek, bunu, komut icinde virgul ile
ayrilmis iki ' (kesme) arasinda belirtmeliyiz.

ii) y’ tirev fonksiyonu icin Dy, y” 2. mertebeden tirev
fonksiyonu icin D2y, y"’ 3. mertebeden turev fonksiyonu
icin D3y ... yazmaliyiz.

iii) Matlab denklemleri sembolik olarak
¢6zimlediginden, denklemleri ve gerekirse 6zel
degerleri iki * (kesme) arasina yazmaliyiz.Birden fazla
ifade yazacaksak ayrag olarak aralara , (virgul)
koymaliyiz.

dsolve komutu:

t bagimsiz degiskenine bagh y gibi bir fonksiyon ve
turevlerinden olusan sembolik ifadeye karsilik gelen
diferensiyel denkleminin genel ve istenirse tanimlanmis
ilk degerlere karsilik gelen 6zel ¢éztmlerini bulmaya
yarar.

Kullanimi:

dsolve(‘diferensiyel denklem’)  komutuyla yazilan
diferensiyel denklemin genel ¢ézimuni  buluruz.

dsolve(‘diferensiyel denklem’,’6zel de  gerl’,’0zel
deger?2’, ...) komutuyla yazilan diferensiyel denklemin
Ozel degerl, 6zel deger2, ... 6zel dederlerine karsilik
gelen 6zel ¢dzimind buluruz.

Not 1: Sonuclarin daha diizenli gérintsini almak igin,
dsolve komutundan 6nce pretty komutunu
kullanabilirsiniz.

Not 2: Daha genis aciklama icin Matlab’in komut
satirinda;

>>help dsolve

yazip (Enter) tusuna basiniz.

Ornek 1:

xy’-2y:x3-2x+8 diferensiyel denkleminin;

a) Genel ¢c6zUmund bulduran,

b) x=1 icin y= -6 degerini veren 6zel ¢ézimi bulduran,
¢) Sonuclarin ekranda diizenli gérinmesini saglayan,
d) Sonucu x degiskenine bagli olarak goérinttleyen,

e) Sonuc a degiskenine bagl olarak goruntileyen
komutlari yazalim.

Cozium:
a) dsolve(‘t*Dy-2*y=t"3-2*{+8")
b) dsolve(‘t*Dy-2*y=t"3-2*t+8’,’y(1)=-6")
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Diferansiyel Denklemler
c) pretty(dsolve(‘t*Dy-2*y=t"3-2*t+8’,'y(1)=-6"))

d) pretty(dsolve('x*Dy-2*y=x"3-2*x+8','x"))
e) pretty(dsolve(‘a*Dy-2*y=a”3-2*a+8','a’))
Ekranda a) nin sonucu; t"3-4+2*t+t"2*C1
b) nin sonucu; t"3-4+2*t-5*t"2

C) nin sonucu;
3 2
t-4+2t-5t

d) nin sonucu;
3 2
X-44+42x+x Cl

€) nin sonucu;
3 2
a-4+2a+aCl
biciminde goéralur.

Ornek 2:

x2y”+4xy’+2y:0 diferensiyel denkleminin;

a) Genel ¢6zUmund bulduran,

b) x=1 icin y=1 ve x= -2 i¢in y= -5/4 degerini veren dzel
¢6zUmunl bulduran,

c) x=-1 i¢in y'=1 ve x=2 i¢in y”"=0degerini veren &zel
¢6zUmunU bulduran komutlar yazalim.

Cozim:

a) pretty(dsolve(‘t"2*D2y+4*t*Dy+2*y=0"))

b) pretty(dsolve(‘t"2*D2y+4*t*Dy+2*y=0',"y(1)=1","y(-2)=-5/4"))
c) pretty(dsolve(‘t"2*D2y+4*t*Dy+2*y=0",'Dy(-1)=1",'D2y(2)=0"))
Ekran Goruntileri:

a) Cl1 C2
[ R

t 2
t

Faydalanilan Kaynaklar :

b)
1
21t - -
2
t
c) 1
-3/7 1t + 2/7 ----
2
t
Ornek 3:

Y'"+4y'=48sin4x diferensiyel denkleminin;

a) Genel ¢6zUmund bulduran,

b) x=0icin y=1, x=0i¢in y'= 0 ve x=174 icin y""=-4
degerini veren 6zel ¢6zimund bulduran komutlari
yazalim.

Cozum:

a) pretty(dsolve('D3y+4*Dy=48*sin(4*t)"))

b) pretty(dsolve('D3y+4*Dy=48*sin(4*t)','y(0)=1",
'Dy(0)=1','D3y(pi/4)=-4"))

Ekran Goruntileri:
a) 2
2cos(2t) -1+C1l+C2sin(2t) + C3cos(2t)

2
b) 2cos(2t) -1/2+1/2sin(2t) - 1/2 cos(2 1)
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